Lycée La Martiniere Monplaisir PT

TD;o — Fonctions vectorielles, Courbes

Exercice 1

Soit I un intervalle, F un espace vectoriel euclidien et f : I — E dérivable. On suppose de plus
que f ne s’annule pas et on pose, pour tout t € I, g(t) = || f(¢)||. Démontrer que g est dérivable et
donner une expression de ¢'.

Exercice 2

Soit V une fonction dérivable de R dans R? telle que t — ||V (¢)|| soit constante.
1. Montrer que, pour tout réel ¢, V() et V'(¢) sont orthogonaux.
2. Que dire de la réciproque ?

Exercice 3

- =
Soit A(—1,2) et U =37 — j . On note D la droite passant par A et dirigée par .

Donner une équation cartésienne et une représentation paramétrique de D.

Exercice 4

On consideére le cercle C défini par I'équation (z — 1)? + (y + 1) = R?, ott R > 0. Donner un
paramétrage de ce cercle.

Exercice 5

Soit M (z,y) un point du plan et D la droite d’équation 2z + 3y = 5

Déterminer le projeté orthogonal de M sur D

Exercice 6

x(t) = cos(t) 4 cos(t)?
y(t) = sin(¢) 4 cos(t) sin(t)
1. Déterminer les éventuelles réductions du domaine d’étude et leurs conséquences sur le support

de la courbe
Etudier les variations de z et y et dresser le tableau des variations conjointes

On considere la courbe paramétrée définie sur R par {

Rechercher les éventuelles asymptotes ou directions asymptotiques
Etudier les éventuels points singuliers et leurs natures

BANE

Tracer une allure du support.

Exercice 7

Etudier et tracer les courbes paramétrées par (t € I ot I est & déterminer) :

z(t) =t* =2t 2(t) = sin(2t) x(t) = sint
{ =i+ D { y(t) = sin(3t) Y g = 2_*:
41 z(t) = M 3t
d) z(t) = 2t2£ : o) (*) t— . f) x(t) = cos 0
y(t) = T y(t) =In|t + t‘ y(t) = 2sin(¢) + cos(2t)

Pour le a) et le b), on déterminera les points doubles.

Exercice 8

Bastien Marmeth



Lycée La Martiniere Monplaisir PT

On consideére la courbe T’ donné par M(t) : z(t) = areco S((EOS 2
y(t) = arcsin(sin t)
Comment passe-t-on du point M (t) au point M (t+ 27) ? au point M (—t) ? au point M (7 —1t)?

Construire alors T.

Exercice 9

- =
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, i, j ), on se donne les deux courbes (I'y) :

20
{ ZU(t) = 5cost — cos bt (') 2(0) = 4cos | — | cos()
— 3 oo et FQ .
y(t) = 5sint — sin 5t J(0) = 4cos 2379 ()

1. Etudier (T';).
2. Montrer que lorsque M (¢) décrit (I'1), le projeté orthogonal H(¢) de O sur la normale & (I'1)
en M(t) décrit la courbe (I'3).

Exercice 10

1—¢2

=15

Soit I' la courbe paramétrée par ¢ ir /3
t =

y(t) 14 ¢2

1. Construire T'.

2. Former une équation cartésienne de I'.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que trois points de I', de parameétres ¢, to
et t3 soient alignés.

Exercice 11

x(t) =t
y(t) =2t
du plan ’ensemble des projetés orthogonaux sur les tangentes a I'.

Soit I la courbe paramétrée par { On appelle podaire de T' par rapport a un point P

1. Donner une équation cartésienne de I' et la tracer

2. Soit M (t) un point de I'. Déterminer une équation de la tangente & I en M

3. Soit F le point de coordonnées (1,0). Vérifier que la podaire de I par rapport & F est une
droite.

4. Déterminer et tracer la podaire v de T par rapport & lorigine O(0,0).
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Exercices issus d’oraux

Exercice 12
(Oral 2017)

Soit C paramétrée par x(t) = sin®(t) et y(t) = (1 + cos(t)) sin(t)

1.
2.

Etudier et tracer C

Soit M; de coordonnées (x(t),y(t)) et My de coordonnées (z(t + m),y(t + 7)). Montrer que

——

OM, et OM, sont orthogonaux

Donner une équation paramétrée (X (t), Y (¢)) du lieu (D) des milieux des segments [M; Ms]
1

2
Simplifier (X (t) — 2) + Y (t)? et en déduire une équation cartésienne de D ainsi que sa

nature.

Exercice 13
(Oral 2017)

t2

Soit P paramétrée par x(t) = 5 et y(t) =t

Ll

Tracer P

Déterminer une équation de la tangente T3 a P au point de parameétre ¢.
Déterminer le projeté orthogonal de A(0, 1) sur cette tangente. On le notera N ()
Etudier le comportement asymptotique de la courbe décrite par N (t)

Soit I' la courbe paramétrée par

- o

Exercice 14
(Oral 2018)

x(t) = cos(t) + In (tan (;))
y(t) = sin(t)

Déterminer le domaine de définition de I'

Etudier les points stationnaires

Etudier les branches infinies

Tracer ’allure de la courbe.
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1

On a, pour t € I, [|[f(t)] = V/{f(), F(2))-
Comme f est dérivable, t — (f(t), f(t)) 'est également.

Comme f ne s’annule pas on a

veel,  (f(t),f(t)) >0

Ainsi, comme la fonction racine carrée est dérivable sur |0, +o0[, g est bien dérivable sur I.

Pourt € I on a

J(t) = <f’(t)72f(t)> + (@, @) _ (@), F'@)

{(f(®), F(2)) ol

Corrigé de I’exercice 2

1. Soit K > 0 tel que, pour tout t € I, ||V (t)| = K.
— Si K = 0 alors, pour tout ¢t € I, V(t) = Ogs, ainsi V(¢) et V'(t) sont bien orthogonaux.
— Si K # 0 alors V ne s’annule jamais.
D’apres la question précédente g : t — ||V (t)]| est dérivable et
(V(#), V'(t))

eR IO = Ty

Or g est constante donc, pour tout ¢ € R, ¢'(t) = 0, d’ot, pour tout t € I, (V(t),V'(t)) =
0

2. Supposons que, pour tout t € R, V(¢) et V'(t) sont orthogonaux.
Soit f : ¢t~ ||V (t)||2. f est dérivable sur R et, pour ¢t € R on a f'(t) = 2(V(t),V'(t)) = 0.

Ainsi f est constante et donc la fonction ¢ +— ||V (¢)|| est constante.

Corrigé de I’exercice 3

- =
Le vecteur n = 4 +3 j est normal a D. Ainsi D a une équation de la forme z+ 3y = C ou C € R.
Puisque A(—1,2) e Dona C=—-1+4+3x2=5.

D est donc la droite d’équation x + 3y = 5.

- =
D est la droite passant par A(—1,2) et dirigée par U =37 — j , une représentation paramé-

trique est alors
D={(-1+3t2-1t),teR}

Corrigé de l’exercice 4

C est le cercle de centre Q(1,—1) et de rayon R. Un paramétrage de ce cercle est

C={(1+ Rcos(t),—1+ Rsin(t)), t € [0,27]}

Corrigé de I’exercice 5

Le projeté orthogonal de M(x,y) sur D est 'unique point N € D tel que les droite (M N) et D
soient perpendiculaires.

%
D est dirigée par 37 —2 Jj et passe par le point de coordonnées (1,1) On a donc D = {(1 +
3t,1 —2t), t € R}. Notons N(¢) le point de coordonnées (1 + 3¢, 1 — 2t)

- =
Il nous faut donc trouver ¢ tel que M N (t} et 317 — 2 ) soient orthogonaux.
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Or (MN(t;,S?—Z?) =3(x—1-3t)—2(y—1+2t) =3x—3-9t—2y+2—4t =3z —2y—1—13¢
3z —2y—1

Ainsi le projeté orthogonal de M sur D est N( 3

(10+9m—6y 15—6x+4y)

), i.e le point de coordonnées

13 ’ 13

Corrigé de l’exercice 6

1. x et y sont périodiques de période 27, ainsi on peut limiter notre étude a un intervalle de
largeur 2m. Le support complet de la courbe sera identique a son support sur cet intervalle.

De plus z est paire et y est impaire, on va alors se limiter & une étude sur [0, 77]. On obtiendra le
support de la courbe sur [—m, 0] par la symétrie orthogonale par rapport & ’axe des abscisses.

2. x et y sont de classe C*° sur R. Pour ¢t € R on a

2/ (t) = —sin(t) — 2 cos(t) sin(t) = —sin(t)(1 + 2 cos(t))
' (t) = cos(t) + cos?(t) — sin?(t) = 2cos(t)? + cos(t) — 1 = (2cos(t) — 1)(cos(t) + 1)

On en déduit le tableau des variations conjointes

' (t) 0 - 0 + 0
\ 0
=) \
y(t) / \ £
4
\ 0
y'(t) + 0 - 0

3. La courbe n’a pas de branches infinies.
4. On a un point singulier au parametre .

Pour t € R, notons s =t — 7, on a alors
z(m + 5) = cos(m + s) + cos(7 + s)*

= —cos(s) + cos(s)?

82 g 82 g 2
—l+ 5+ o(s®) + (1 -5+ 0(53)>

S:O

2
= 71+S—+1752+0(53)
s—0 2
2
- 5 3
= 24—0(5)
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Et
y(m + 5) = sin(m + 5) + Sm(%%%)
—sin(s) + %
R s S
S0 —§ +o(s”)
Ainsi

(50 =, 57 () + 52 (4] ot

La famille (<_01> , (_02>> est libre donc le point de parametre 7w est donc un point de

rebroussement de premiere espece. La tangente en ce point est dirigée par le vecteur de

1 )
0 dans la base canonique.

. On place tous les points particuliers ainsi que les tangentes en ces points. On peut également
chercher les points ot la courbe intersecte les axes, ici la courbe intersecte I’axe (Oy) au point

de coordonnées (0,1) et sa tangente en ce point est dirigée par le vecteur de coordonnées

)

On obtient le tracé suivant sur [0, 7]

coordonnées

Figure .1 — Tracé sur [0, 7]

1.0

-1.0

-1.5 -+

\ 7

Puis le tracé complet par symétrie orthogonale par rapport a 1’axe des abscisses.
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Figure .2 — Tracé de (T'), une cardioide

1.0

Corrigé de ’exercice 7

a) La courbe est définie sur R*.
Un point est un point double 'l existe deux réels distincts ¢ et s tels que M (t) = M(s).
Soit (t,s) € (R*)? avec t # s, on a
t? — 2t =52 —2s
1 1
2 _ 2
t° 4+ t_2 =s"+ 8_2

2 — 52 4+25—2t =0
= 1 1
2 2 _
t° — s +t—2—5—2—0
(t—s)t+s+2)=0
= 1
t=—-5-2
& s2t2 —1
() -
- t=—-s—-2
(st)* =1
t=—-s—-2 t=—-s5s—-2
= ou
st=1 st=-—1
t=—-s—-2 t=—-s5—-2
= 5 ou 5
s“4+25s4+1=0 s°4+25s—1=0
- t=-—1 ou t=—s—2 ou t=—s—2
s=-1 s=v2-1 s=-v2-1
- t=—-1-+72 t=v2-1
ou
s=+v2-1 s=—v/2-1
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Finalement Il n’y a qu'un point double, le point M(v/2 —1) = M(—v/2 — 1) de coordonnées
(5 — 4v/2,6)
Pour t #0 on a

2 tt—1
Zt)y=2t—2 ' (t) =2- g =2
On en déduit le tableau des variations conjointes
t —00 -1 0 1 400
z'(t) - 0 +
+00 +0o0

-1

+00 +0oo | +oo
" \ / \ /
2 2

y'(t) - 0 + - 0 +

La courbe admet trois branches infinies :

— Lorsque t tend vers 0, la courbe admet une asymptote d’équation x = 0
t
— Lorsque t tend vers oo on a lim yt) =1let lim y(t)—xz(t) = +oo. Ainsila courbe
t—+oo x(t) t—+oo
admet une branche parabolique de direction asymptotique la droite d’équation y = =z.
Puisque y(t) —x(t) est positive pour ¢ assez grand la courbe est au dessus de la direction
asymptotique.
t
— Lorsque t tend vers —co on a  lim yt) =1let lim y(t)—x(t) = —oo. Ainsi la courbe
t——00 x(t) t—+o00
admet une branche parabolique de direction asymptotique la droite d’équation y = x.
Puisque y(t) —x(t) est négative pour ¢ assez petit la courbe est au dessous de la direction
asymptotique.
On a un point singulier en ¢t = 1.

Pour s # —1 on a
z(1+s)=(1+s)?-2-25s=—1+5
y(1+5) = (L+5)°+(L+5)7
6 24
:01+2s+32—|—1—23+732——53—1—0(53)

s— 2 6
= 2+ 45% — 453 + o(s?)

s

Ainsi (;”Eﬁi) - (—21> b (-1 (i) +(t—1)3 (04> +o((t — 1)%)

La famille ((i) , (_0 4>) est libre donc le point M(1) est donc un point de rebroussement

de premiere espece.
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La tangente & la courbe en M (1) est dirigée par le vecteur (1) De plus I’écart entre la

4

0 ) Ainsi la courbe

courbe et sa tangente en 1 se comporte localement comme (¢t — 1)3 <_ 4

approche sa tangente « par au dessus »et repart « par en dessous.

On a l'allure suivante : la courbe se rapproche de la tangente dirigée par le vecteur rouge
en suivant la direction du vecteur vert, elle approche donc sa tangente « par au dessus »et
repart « par en dessous ».

Figure .3 — Allure au voisinage du point de rebroussement

1.5 +

1.0 +

L | | |
f T T T z

-2.0 -15 —-1.0 —-0.5

Il ne nous reste plus qu’a effectuer le tracé en placant les asymptotes, tous les points par-
ticuliers ainsi que les tangentes en ces points. On a tracé ici la courbe en bleu, 'asymptote
verticale en vert et la direction asymptotique des deux branches paraboliques en violet.
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Figure .4 — Tracé de la courbe

8

T T

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

b) La courbe est définie sur R.
27
x est périodique de période 7 et y est périodique de période —. Ainsi x et y sont périodiques
de période commune 27. On va donc limiter notre étude a un intervalle de largeur 27

Comme z et y sont impaires on limite notre étude & [0, 7] et on obtient le support complet
de la courbe par symétrie centrale par rapport a l'origine.

Pour t € R on a z(mr —t) = sin(2r —t) = —sin(t) = —x(t) et y(r —t) = sin(3r — ¢) =
sin(m — t) = sin(t) = y(t).

On va donc limiter notre étude a [07 g} et on obtient le support de la courbe sur [0, 7] par
symeétrie orthogonale d’axe (Oy).

Puisque « et y sont périodiques tous les points de la courbe sont multiples. On va plutot
chercher les points doubles de la courbe restreinte a [0, 27

On cherche donc les réels (t,s) € [0, 27[* tels que t # s et M(t) = M(s).

D’apres notre réduction du domaine d’étude on va limiter ¢ € [O, g} (par contre s € [0, 27].
On a sin(2s) = sin(2t) si et seulement si 2s = 2t + 27 ou 2s = 7 — 2¢ ou 2s = 3w — 2t, i.e. si
et seulement si s:t+7rou5:gftous: 3%715

On a sin(3s) = sin(3t) si et seulement si 3s = 3t 4+ 27 ou 3s = 3t + 47 ou 3s = 7 — 3t ou

2 4
3s = 3m — 3t ou 3s = 5w — 3t i.e. Sietseulementsis:tJrgous:tJr%ous:gft

o
ous=m—tous=——t.
3
Cela nous donne 15 cas :
2
— s=t+met s:t—l—?ﬂ, ce qui est impossible
47 . . .
— s=t+met s:t+?, ce qui est impossible
— s:t+ﬂets:%—t,d’oﬁt:%ﬂ¢ [O,I}

2
— s=t+mets=nm—t,dout=0ets=m
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trmets="" ¢ dont="ets= T
— s=t4+mets=— —t, dout=—ets=—
3 3 3

U 2r ., -7 T
—S—E—tetS—t—l—?,dout— 12 &{0,2}

s 4 —bm us
— s=——tets=t+—,dont=—ro [f}
5=5 et s + 5 d'ot 5 & |0, 5
T 0 . . .
— 5= 5~ tets= 3= t, ce qui est impossible
™ . . .
— s = 5~ tet s=m —t, ce qui est impossible
o . . .
—s=5- tets= 5 t, ce qui est impossible
3T ¢ ot t+27r Lot ¢ 51 ¢ 137
— s=——tets= —,dout=—ets=—
2 3’ 12 2
3T ¢ ot t+47r Toit— T ot 17m
— s=——tets= —,dout=-—ets=——
2 3’ 12 12
3 ™ . . .
— 5= 5 = tets= 3 t, ce qui est impossible
37 . . .
— s = 5 tet s=m—1t, ce qui est impossible
37 o . . .
— 5= 5 = tets= 5~ t, ce qui est impossible
1 v2 3 1 2
On obtient donc 4 points doubles : (0,0) ,| =, £ , £,0 et | =, —£ ,
2" 2 2 2 2
1 2 3 1 V2
Puis, par symétrie, on obtient les points doubles | ——, ,[ , ,£70 et | —=, £ .
2 2 2 2" 2
Au final notre courbe restreinte a [, 2| admet 7 points doubles.
Pour t #0 on a
2’ (t) = 2 cos(2t) y'(t) = 3cos(3t)
On en déduit le tableau des variations conjointes
. 0 ™ 7r T
6 4 3 2
2 (t) + 0 -

[

y'(t) + 0 -

La courbe n’a pas de points singuliers ni de branche infinie.

On peut maintenant la tracer
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PT

Figure .5 — Tracé sur [O, g}

P

1.0 +

\

D

—-0.5 1+

-1.5 -+

0.5

1.0

Puis le tracé complet par symétrie orthogonale par rapport a I’axe des ordonnées et symétrie

centrale par rapport a l'origine.

Figure .6 — Tracé complet : une courbe de Lissajous

15 1

¢) La courbe est définie sur R.

x et y sont périodique de période 27. On va donc limiter notre étude a un intervalle de largeur

2

Comme z est impaire et y est paire on limite notre étude a [0, 7] et on obtient le support
complet de la courbe par symétrie centrale par rapport a 'origine.

12
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x et y sont de classe C* sur R et, pour t € R on a

sin(t) cos(t)(3 cos(t) — 4)
(2 — cos(t))?

2'(t) = cos(t),  y(t) =

On en déduit le tableau des variations conjointes

@ N3

' (t) +

1
(1) / \
0
1
() \ /
0

y'(t) 0 - 0 + 4]

W= | o

™
Il n’y a pas de branches infinies. La courbe admet un point singulier en ¢ = 5
Pour s € R on a

T —gin (X — -1 3
:L‘<2+S)—SIH(2+S>—COS(8)S:01 2+0(s)

et

2
m _ cos(%—i—s)
y(2+s)_2—cos(g+s)

=, 38+ ols™) (1 S+ f—; + ? - % + 0(53))
=)
Ainsi ) ,
) 2, )+ S () 52 () ()

_ 0
La famille (( 11> , ( 3)) est libre, ainsi le point M (g) est un point de rebroussement

N . . . , -1
de premieére espece. La tangente en ce point est dirigée par le vecteur de coordonnées ( 1 )

On trace le support de la courbe sur [0, 7].
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Figure .7 — Tracé sur [0, 7]
J
16—
0.5 1
} i i S i Y
-1.5 -1.0 —0.5 0.5 1.0
—-0.5 -+
Puis le tracé complet par symétrie
Figure .8 — Tracé complet : un bicorne
4
1
0.5 +
} 1 i S %
-1.5 -1.0 —0.5 0.5
—-0.5 +

d) La courbe est définie sur R*.

x et y sont de classe C*° sur R* et, pour £ # 0 on a

2 -1 2(1 —t)

/
)= ——

On en déduit le tableau des variations conjointes

14
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t —00 -1 0 1 400
z'(t) + 0 - - 0 +
-1 +00 +00
x(t)
—00 —00 1
—00 | —00 0
/(1) - + 0 -

Le point de parametre 1 est un point singulier. Pour s 2 —1 on a

(1+s)2+1

T2(1+s)

2425+ 52
2

z(l+s) =

(1—s+ s> -5+ 0(s*))

et
1+ 2s

1+
(1+2s)(1+5)72

o (14 28)(1 — 25 + 35> — 45 4 0(5%))

y(l+s) =

= 1 — 5% +25% +0(s?))

) = () ()5 () o)

La famille ((_12> , <_3)> est libre, ainsi le point M (1) est un point de rebroussement de

(t—1)°
2

(t—1)°
6

2
premiére espéce. La tangente & la courbe en M (1) est dirigée par le vecteur de coordonnées
1

()

La courbe admet des branches infinies pour ¢ au voisinage —oo, de 0 et +oc0.
Au voisinage de +00 et —oo la courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.

Pour t # 0 on a
y(t) 22t —1) -2t
(t) 2 +1) 50 2
y(t)
x(t)

asymptotique l'axe (Oy).

Ainsi tend vers 00 en 0. La courbe admet donc une branche parabolique de direction

Le tracé de la courbe donne

15

Bastien Marmeth



Lycée La Martiniere Monplaisir PT

Figure .9 — Tracé

[ 4
J

<=}
8

-5 L

\ J

e) La courbe est définie sur R\{0, 1}

x et y sont de classe C*° sur leur domaine et, pour ¢t € R\{0,1} on a

_t—1—tIn]t| ; t2—1

() t(t — 1)2 vt = t(t2+1)2

Posons g : t — t — 1 —tIn|t|. g est dérivable sur R* et, pour ¢ # 0 on a ¢'(t) = — In |¢|
g est donc décroissante sur | — 0o, —1[ et |1, +o00[, croissante sur | — 1,0[ et ]0, 1.
On a g(1) = 0, donc g est négative sur ]0, +o0l.

g a pour limite +00 en —0o et g(—1) < 0, donc, par continuité et stricte monotonie de g, il
existe un unique réel a €] — oo, —1] tel que g(a) = 0. g admet pour limite —1 en 0, donc ¢
ne s’annule pas sur | — 1, 0[. g est ainsi positive sur —oo, o[ et négative sur |e, 0[.

On peut remarquer que x se prolonge par continuité en 1 par la valeur 1

On en déduit le tableau des variations conjointes

t —00 « -1 0 1 400
' (t) - 0 + — _
0 / +00 | +00
z(t) 0 \1
@ 0
+oo \ +0o | +00 +00
y(t) y(a) / \ /
T In(2) In(2)
yl(t) - 0 + — +

Il y a des branches infinies pour ¢ au voisinage de 0, +00 et —oo.

Il y a une asymptote verticale d’équation x = 0 en —oo et en +oc.

t
Au voisinage de 0 on a & — let
x(t) t—0
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1 2
y(t) — z(t) = In|t| (1—t —In(1+¢ )) Koot tln [t] = 0
La courbe admet donc un asymptote oblique d’équation y = .
il n’y a pas de point singulier.

On obtient le tracé suivant

Figure .10 — Tracé

@

4
f) x est périodique de période g y est périodique de période 27. Ainsi = et y sont périodiques
4
de période commune 47 = 2 X 27 = 3 X ?W

On limitera notre étude a un intervalle de longueur 4.

3t
Pour t € R, On a y(t + 27) = y(t) et z(t + 27) = cos <2 + 37r> —x(t). On limite donc

notre étude a [0, 27 et on obtiendra le support complet par une symétrie orthogonale d’axe
(Ox).

x et y sont de classe C* sur R et, pour t € R on a

y'(t) = 2cos(t) — 2sin(2t) = 2 cos(t)(1 — 2sin(t))

On en déduit le tableau des variations conjointes

T m 27 5T ar 3r
L0 6 2 El % 3 E) o
() |0 - 0 + 0 - 0
1 1
3 3 1
y(t) / 2 \ f_ 1/ 2 \_ _1 /
_— 2 2— 5
1 —
y'(t) + 0 - 0 + 0 - 0+

Il n’y a pas de points singuliers ni de branche infinie

17

Bastien Marmeth



Lycée La Martiniere Monplaisir
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Pour s’aider dans le tracé on peut également placer les points M (3) = <O,\/§ —

M () = (0,1) etM<%“) = <o,—f—%>.

On obtient le tracé suivant sur [0, 27] :

Figure .11 — Tracé sur [0, 27]

—3.5

Puis le tracé complet par symétrie orthogonale d’axe (Ox).

18
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Figure .12 — Tracé

[ 4
J

—3.5 +

Corrigé de I’exercice 8

— x et y sont 2w-périodiques donc le point M (t + 27) et M(t) sont confondus.

— x est paire et y est impaire. On obtient donc le point M(—t) a partir du point M (¢) par la
symeétrie orthogonale d’axe 'axe des abscisses (Ozx).

— On a, pour t € R,
x(m — t) = arccos(cos(m — t)) = arccos(— cos(t)) = m — arccos(cos(t)) = 7 — z(t)
y(m —t) = arcsin(sin(m — t)) = arcsin(sin(¢)) = arcsin(sin(t))

Ainsi M (7 —t) s’obtient & partir de M (t) par la symétrie orthogonale par rapport & la droite

i
d’équation x = 5

™
D’apres les observations précédentes on peut restreindre notre étude a {0, 5} .
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Pour t € {0, q on a z(t) = arcc.os(c.os t)y=t
2 y(t) = arcsin(sint) =t

On obtient le tracé suivant sur {O, g]

Figure .13 — Tracé sur [0, g}

—-1.5 +

-2.0 -+

Puis le tracé complet par symétrie orthogonale par rapport a l’axe des abscisses et symétrie
T
orthogonale par rapport a la droite d’équation = = 5

Figure .14
J

Corrigé de ’exercice 9

2
1. La fonction ¢ — cos(t) est 27 périodique et la fonction ¢ — cos(5t) est ?ﬂ périodique. Elles
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2k’

ont pour période commune tout réel T > 0 tel qu'il existe (k, k') € N? avec T = 2kn =

En particulier elles sont toutes les deux 27 périodiques. Ainsi x est 2w-périodique.

De méme y est 2w-périodique. On peut donc restreindre notre étude & un intervalle de largeur
2.

De plus x est paire et y est impaire. On va donc se restreindre & [0, 7] et on obtiendra le
support complet par symétrie orthogonale par rapport a l'axe (Ox).
Pour t € R on a z(m —t) = —x(t) et y(w —t) = y(t). On va donc se restreindre a {0, g} et
on obtiendra le support sur [0, 7] par symétrie orthogonale par rapport a axe (Oy).
Enfin pour t € Ron a x (g - t) =y(t) ety (g - t) = z(t). On va donc se restreindre a
{O, %} et on obtiendra le support sur [0, 7] par symétrie orthogonale par rapport a la droite
d’équation y = x.
x et y sont de classes C* sur R et, pour t € R on a
2'(t) = 5(sin(5t) — sin(t))

= 5(sin(3t + 2t) — sin(3t — 2t))

= 5(sin(3t) cos(2t) + sin(2t) cos(3t) — (sin(3t) cos(2t) — sin(2t) cos(3t)))

= 10sin(2t) cos(3t)

0 ZT, E
t 6 1
2 (t) 0 + 0

3v2

Le point de parameétre 0 est un point singulier.

On a (zg) = (3) + 12 (10()) + 13 (200) +o(t?)

La famille ((10()) , (20())) est libre, ainsi le point de parametre 0 est un point de rebrous-

sement de premiere espece. La tangente a la courbe en ce point est dirigée par le vecteur de

coordonnées (3)
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La tangente au point de parametre % est dirigée par le vecteur de coordonnées (:v' (%) Y (%)) =
—5V2
5V2

On obtient le tracé suivant sur [0, %]

Figure .15 — Tracé sur [07 g]

! ! ! |
T T T 1 T x

U 1 2 3 4 )

\

Puis le tracé complet par symétrie orthogonale par rapport a l’axe des abscisses et symétrie
orthogonale par rapport a ’axe des ordonnées

Figure .16 — (I';), une épicycloide
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2. Soit t € [0, 2n].

Si M(t) est un point régulier (i.e. si sin(2t) # 0) sa tangente est dirigée par le vecteur de

coordonnées (“”) - (1081_“(%) 098(315)) — 10sin(2t) (Z."S(?’t))

y'() 10sin(3¢) sin(2t) in(3t)
Le vecteur m de coordonnées <_SH;<S?E?7§)) dirige alors la normale & la courbe au point

M(t).

Ainsi, la normale & la courbe en M (¢) est la droite de représentation paramétrique

N; = {(5cos(t) — cos(5t) + ssin(3t), 5sin(t) — sin(5t) — scos(3t)) , s € R}

Le projeté orthogonal H(t) de O sur N; est 'unique point de N tel que OH(t; soit orthogonal
an(t).

On cherche donc s € R tel que

(5 cos(t) — cos(5t) + ssin(3t)) sin(3t) — (5sin(t) — sin(5¢t) — s cos(3t)) cos(3t) = 0
Ainsi

s(sin(3t)% 4 cos(3t)?) = (5sin(t) — sin(5t)) cos(3t) — (5 cos(t) — cos(5t)) sin(3t)
Et donc

s = 5(sin(¢) cos(3t)—cos(t) sin(3t))—(sin(5¢) cos(3t)—cos(5t) sin(3t)) = 5sin(—2¢)—sin(2t) = —6sin(2t)

Ainsi H(t) a pour coordonnées

(5cos(t) — cos(5t) — 6sin(2t) sin(3t), 5sin(t) — sin(5t) + 6 sin(2t) cos(3t))
(5 cos(t) — cos(5t) — 3(cos(—t) — cos(5t)), 5sin(t) — sin(5t) + 3(sin(5t) + sin(—t))
(2 cos(t) + 2 cos(5t), 2sin(t) + 2sin(5t))
= 2(cos(t) + cos(5t), sin(t) + sin(5t))
= 2(cos(3t — 2t) + cos(3t + 2), sin(3¢ — 2t) 4 sin(3t + 2t))
4 (cos(3t) cos(2t), sin(3t) cos(2t))

Etudions maintenant la situation aux quatre points singuliers :

. 4 X
— Pour ¢t = 0 la tangente est dirigée par le vecteur de coordonnées (0> La normale a

(T'1) en M(0) est alors la droite de représentation paramétrique
No={(4,0+5), s € R}

Le projeté orthogonal de O sur Ny est le point de coordonnées (4, 0).
— On obtient la situation en ¢t = g par symétrie orthogonale par rapport a la droite
d’équation y = =, le projeté orthogonal de O sur Nz est le point de coordonnées (0, 4).
— On obtient la situation en ¢ = g par symétrie orthogonale par rapport a I’axe des

ordonnées, le projeté orthogonal de O sur N, est le point de coordonnées (—4,0).

3
— On obtient la situation en ¢ = - par symétrie orthogonale par rapport a l'axe des

abscisses, le projeté orthogonal de O sur N ax est le point de coordonnées (0, —4).

On constate que ces points coincident avec le paramétrage H (t) obtenu précédemment pour

T 3
t e {0,2,77,2}.

Ainsi lorsque M (t) décrit (I'1), le projeté orthogonal H(t) de O sur la normale a (I'y) en
x(t) = 4cos(3t) cos(2t)

teR.
y(t) = 4sin(3t) cos(2t) vee

M (t) décrit la courbe paramétrée par {
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Si on pose le changement de parametre @ = 3t alors le projeté orthogonal de O sur la normale
20

x(0) =4cos 3 cos(6)

a (I'1) en M(t) décrit la courbe paramétrée par 20 avec € R, i.e.

3

y(t) =4cos sin(6)

la courbe (T'2).

La question n’est pas posée mais on peut aussi tracer (I'y), on obtient

Figure .17 — (T'3) en rouge, une rosace

Corrigé de I’exercice 10

1. x est paire et y est impaire, on va donc limiter notre étude & [0, +o00[. On obtiendra le support
total par symétrie orthogonale par rapport a I’axe des abscisses.
Pourt > 0on a .
—4t 1—t*— 42
") = — > M) = =~ — =%
vW=rer YO= gy
Or, 1—t*—4t? = —(t>+2+/5)(t> —v/542). On en déduit le tableau des variations conjointes
sur [0, +ool.
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t 0 VB _2 00
Q) 0 -
1

La courbe n’a pas de points singuliers. On étudie sa branche infinie en +o00. Puisque . li$ x(t) =
—r 00

—1et tlJirm y(t) = —oo la courbe admet comme asymptote la droite d’équation x = —1.
[ee]

Le tracé de (') pour ¢ € [0, +oo[ donne

Figure .18 — Tracé de (I") pour ¢ € [0, +00]

P
— -
8

-5 L

\.

Puis, par symétrie orthogonale par rapport a I’axe des abscisses
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Figure .19 — Tracé de (T"), une strophoide droite

2. Pour t € Ron a y(t) = tx(t), doncsiz #0, ¢t = %
2
1-— y—z 22 _ 42
On a alors x = :v2 , donc = ————, ce qui équivaut a 2+ xy? = 2% — 2.
Y ety
1=
T
Remarquons que z(t) = 0 lorsque ¢ = 1 ou ¢ = —1. Dans ces deux cas on a également

2 _ 42 est également vérifiée.

y(t) = 0, ainsi la relation 2° + zy? = =
Réciproquement, si 2° + zy? = 22 — 2, alors :

— siz =0,y =0 : on obtient le point (0,0), qui appartient a I".
— 12 t—1t3

—ety=——.
1+2 Y T 1y
Finalement (I") a pour équation cartésienne 2 + zy? = 2°

— Sinon, on pose t = L Onazx= On obtient bien un point de I'.
T

2
— 2
3. On considere trois points de I', de parametres distincts tq,to et t3.
M (t1), M (t2), M (ts) sont alignés si et seulement si det(M (¢1)M (t2), M(t1)M (t3)) = 0.

On peut se lancer directement dans le calcul

det(M (t1)M (t2), M (t1) M (t3))

_jx(t2) x(ts) —a(t)] _ |x(t) =(ts) —2(t1)
y(ta) y(ts) —y(ts) y(t)  y(ts) —y(t)

_ |@(t2) a(ts) —a(tr)| _ |x(t) =(ts)
y(ta) ylts) —y(t)| |y(t) y(ts)

_ X tg) X tg) l‘(tg) X tl) _ $(t1) $(t3)
tQIE(tQ) t33’](t3) tz!ll(tg) tlx(tl) tll’(tl) tgl’(tg)

1 1 1 1
= :L‘(tg).’l?(tg) t2 t3‘ — m(tl)x(tg) t2 tl — .’E(tl)l'(tg) tl t3

a(t2)a(ts)(ts — t2) — x(t)a(te) (bt — t2) — x(t1)a(ts)(ts — t1)
(1-) A -t (A +t])(ts —t2) — A —}) (A - )L+ t3)(ts —t2) — (L —7)(1 — ) (L + t3)(t5 — t)
(1+t)(1+t3)(1+1t3)
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Arrivés ici on est un peu bloqués, un logiciel de calcul nous donnerait

(1=t =)L+ )tz —ta) = (A =) (L = t3) A +13)(t1 —t2) — (1 = tF)(1 = $3) (1 + t3)(t3 — 1)
1+e)1+3)(1+1t3)

_ 2(ta—t1) (ts — t1) (ts — t2) (tats + tits + tita + 1) [ ldée
(1+ t%)(l + t%)(l + t%) Un exercice « clas-
sique »sur les déter-
Mais, sans logiciel, la factorisation finale est difficile. minants est de mon-

trer que trois points

On peut étre plus astucieux (mais le calcul reste fastidieux) p ;
A, B, C sont alignés

si et seulement si
det(M (t1)M (t2), M (t1) M (ts)) T4 Tp TC
_|olts) —2(t)  w(ts) — a(t) va  ys yo) =0
y(t2) —y(t1) y(ts) —y(t1)
z(t2) —x(tr) x(ts) —x(t) =(t1)
= |y(t2) —y(t1) y(ts) —y(t1) y(t1)
0 0 1
z(t2) x(ts) z(t)
= ly(t2) y(ts) y(t1)
1 1 1
1—t3 1—t3 1—t3
1+t3 1+t3 1+t
=| 1- t2 1-— t2 1— t2
t 2 t 2 t 2
1+ P14+ "1+
1 1 1
) 1t 1t 1t
= 5 5 o [(1—13) ts(1—1t3) ti(1—1¢3)
I+ A+e)(+8) |52 T 142
2 2 2 2 2
! t ié_?—i—t?’ t i%_igﬂ?’ tél_t#)
= 2 —1lp— 11 3 —1l3— 11 1=
(L+)(1+t2)(1+¢2) é 2 ! é 2 b +t§1
i (t1 — tg)(th +t3) , (t; — tg)(gl +t3) , 1- t§2
= (1+t2)(1+t2)(1+t2) (t1 —to)(—=1+t7 +tita +t5) (t1 —ts)(—1+ 7 +t1ts +t35) t1(1—¢t7)
1 2 3 —(t; —t2)(t1 + to) —(t1 — t3)(t1 + t3) 1+t
0 0 2
ty —to)(ty —t
= (11;2)(121(;2)(112) A4 B4ttt 1+ +tyts 3ty (1— 1)
1 2 3 —t1 — ta —t1 —t3 1+t
_ 21 — o) (e —ts) |14+ 8] H tata + 15 —1+ 1] +tats + 13
(T+)(1+13)(1+13) —t1 —to —t1 — 13
2t —t)(ti—ts) |-l4 ittt 15 itz 13—t — 15
1+t +t3)(1+t3) —t1 — 12 o — 13
__2ti—to)(ti—ts) |1+ttt 1y (B3 —to)(h + by + t3)
1+t +t3)(1+t3) —t1 — 12 ta —t3
_ 20t —to)(ts —t3)(ts — ta) |1+t + tata + 15 1+ 1o +1t3
(1+t%)(1+t§)(1+t2) —t1 —ty -1
2ty —to)(t; —t
= (1 22)(1 23)( 5 )(1_t%_t1t2_t§+<t1+t2)(t1+t2+t3))
(I4+t5)(1+t35)(1+t3)
2(t1 —t2)(t1 — t3)(ts — t2)
= 1+ tity +tits + tot
(1—|—t%)(1—|—t%)(1+t2) (1 +tita + t1ts + tats)

Finalement les trois points sont alignés si et seulement si 1+ t1to + t1t3 + tots = 0.

Corrigé de I’exercice 11

1. On remarque aisément que, pour tout ¢t € R, 4x(t) — y2(t) = 0.
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Ainsi T est incluse dans la courbe d’équation 4z — 3% = 0.
Réciproquement, si M(x,y) appartient a la courbe d’équation 4z — y? = 0 alors, en posant

t= % on a x = t% et y = 2t, ainsi M (z,y) appartient bien & T
Finalement I' est la courbe d’équation 4z — y? = 0.

Figure .20 — Tracé de (I') une parabole

P

-5

J

2. Soit M(t) un point de I'. La tangente T3 & ' en M est la droite passant par M(t) et dirigée

par le vecteur de coordonnées <22t)

. 1 .
Le vecteur de coordonnées ( t) est alors orthogonal & cette tangente 7. T; admet donc

une équation de la forme x — ty + K = 0 avec K € R.
Comme M(t) € Ty ona t* —2t* + K =0, d'ott K = t°.
Finalement la tangente T; a I' en M (¢) admet pour équation x — ty + t? = 0.
3. Soit F le point de coordonnées (1,0).
Pour ¢ € R la droite T} admet pour représentation paramétrique {(t? + 2st,2t +2s) , s € R
, Le projeté orthogonal de F' sur T} est 'unique point H(s) € T; tel que le vecteur }ﬁ

soit orthogonal a T;.

On cherche donc s € R tel que 2¢ (t* + 2st — 1) +2(2t + 2s) = 0.

263 + 2t t
On obtient s = —4(17:’:2) =-3 et donc H(s) a pour coordonnées (0,?) .
i R . x(t) =0
La podaire de T par rapport & F(1,0) est donc la courbe paramétrée par ()=t ,
y =

i.e. la droite d’équation x = 0.
4. Pour t € R la droite T3 admet pour représentation paramétrique {(t2 +2st,2t+2s) , s € R
OH (s

, Le projeté orthogonal de O sur T; est 'unique point H(s) € T; tel que le vecteur
soit orthogonal a Ty.

On cherche donc s € R tel que 2t (£* + 2st) + 2(2t + 2s) = 0.
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3+ 2t
On obtient s = A et donc H(s) a pour coordonnées
2(£2 + 1)

S APV e o W e S
t2+17 2+1) \#+112+1

—¢2
. N P o(t) = 2+1
La podaire de T" par rapport & O(0,0) est donc la courbe paramétrée par tt )
) =
v =g

x est paire et y est impaire, on va donc limiter notre étude a [0, +oo[. On obtiendra le support
total par symétrie orthogonale par rapport a I’axe des abscisses.

Pour ¢t > 0 on a

1 _ —2t ’ _ t2 (t2 + 3)
t 0 +00
2 (t) 0 -
0
x(t)
-1
+00
y(t)
0
y'(t) 0 +

Le point de parameétre 0 est un point singulier.

Au voisinage de t = 0 on a le développement limité suivant :

(i) 5 (0) +# (5) o

La famille <<_01> , (g)) étant libre, v admet en (0,0) un point de rebroussement de pre-

miere espece.

On étudie la branche infinie en +oo. Puisque lim z(t) = —1 et lim y(¢t) = oo la courbe
t——+o0 t——+o0

admet comme asymptote la droite d’équation x = —1.

Le tracé de () pour ¢ € [0, 4+o0[ donne
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Figure .21 — Tracé de () pour ¢ € [0, +0o0]

-1 4

N

\

Puis, par symétrie orthogonale par rapport & I’axe des abscisses

Corrigé de ’exercice 12

1. z et y sont 27 périodiques donc on peut limiter notre étude a un intervalle de largeur 27. De
plus z est paire et y est impaire donc on peut limiter notre étude a [0, 7] et on obtiendra le
support complet par symétrie orthogonale par rapport a l'axe (Ox).

x et y sont de classe C*° sur R et, pour ¢t € R, on a

2’ (t) = 2sin(t) cos(t) y' (t) = cos(t)+cos? (t)—sin®(t) = 2 cos?(t)+cos(t)—1 = (2 cos(t)—1)(cos(t)+1)

On en déduit le tableau des variations conjointes
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0 ZE ZT,

t 3

2 (t) 0 + 0 -
1

2. La courbe n’a pas de branches infinies.
3. On a un point singulier au parametre 7.

Pour t € R, notons s =t — m, on a alors

z(m 4 5) = sin(7 + 5)?
= sin(s)?
3 2
— (s- 2% 4
o)
4
— 2 5 4
o8 3 + o(s%)

Et
y(m+ ) =sin(m + ) + w
— _sin(s) + sinéQs)
550 st % + = 28% +o(s%)
50 _§ +o(s”)
Ainsi

() = 2 () 2 ()

La famille ((g) , (_O )) est libre donc le point de parametre 7w est donc un point de

2

rebroussement de premiere espece. La tangente en ce point est dirigée par le vecteur de

coordonnées ((2)

On obtient le tracé suivant sur [0, 7

> dans la base canonique.
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Figure .23 — Tracé sur [0, 7]

Y
1.0 +
0.5 1

() | | | | |

T T T T T

—1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

—-0.5

Puis le tracé complet par syméfrie orthogonale par rapport a I’axe des abscisses.

Figure .24 — Tracé de C, un bifolium droit

l

sin?(t) — , sin?(t + 7) _
4. 1 a pour coordonnées ((1 + cos(t)) sin(t )> et OM3 a pour coordonnées <(1 +cos(t +m))sin(t + 7))
sin?
—(1 — cos(t sm(t)
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Ainsi

(OMy,0My) = sin(t)* — sin®(£)(1 + cos(t)) (1 — cos(t))
=sin(t)” (sin(¢)* — (1 — cos(t)?))
= sin(t)? (Sin(t)2 - Sin(t)z)

e
OM, et OMs sont donc bien orthogonaux.

5. On a
X(t) = w — sin(t)?
Et ; ;
vty = YO HYEFT o) (14 cos(8)) — (1 — cos(t))) = sin(t) cos(t)

6. Pour t € R on a

(X(t) - ;)2 +Y(t)? = <sin(t)2 - ;)2 + sin(t)? cos(t)?

1
= sin(t)* —sin(t)? + 1 + sin(t)? cos(t)?

sin(t)?(1 — cos(t)?) — sin(t)? + i + sin(t)? cos(t)?

= sin(t)? — sin(t)? cos(t)?) — sin(t)? + i + sin(t)? cos(t)?

1
4
1\? 1
Ainsi, tout point de (D) vérifie I'équation cartésienne <x 3 + 9% = 1 (D) est donc

1 1
inclus dans le cercle de centre Q) (2, 0) et de rayon ok

1
Réciproquement soit M (z,y) un point de ce cercle, il existe alors 6 € R tel que z = = cos(6)+

1 1
3 ety = 3 sin(6)

I —
Posons t = , on a alors

11— cos(2t)

1
z=3 cos(m — 2t) + 5 5 = sin?(t)

Et
1 1
y=5 sin(m — 2t) = 3 sin(2t) = sin(t) cos(t)

1 1
Ainsi, tout point du cercle de centre ) (2, O) et de rayon B appartient & (D).

1 1
Finalement (D) est le cercle de centre (27 0) et de rayon 3

Corrigé de I’exercice 13

Parabole ———

1. On reconnait facilement que (P) est la parabole d’équation y* — 42 = 0 Clest dailleurs la
méme parabole qu’a

P’exercice 11
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Figure .25 — Tracé de P une parabole

2. La tangente Ty a P au point de parametre t est dirigée par le vecteur de coordonnées
() [t
y'()  \1)

Le vecteur de coordonnées (1 t> est orthogonal a T;. Ainsi T; a une équation de la forme
z—ty+ K =0.

t2 t2
Or M (t) € Ty, ainsi 3~ t? + K =0,don K = 3

2

T; a donc pour équation r — ty + 5 = 0.

t2
3. Pour t € R la droite T; admet pour représentation paramétrique { <2 + st,t + s> , S € R}

, Le projeté orthogonal de F' sur T} est 'unique point H(s) € T; tel que le vecteur AH (s)
soit orthogonal a T;.

t2
On cherche donc s € R tel que ¢ (2 —i—st) +t+s—-1=0.

23— 2t
On obtient s = ———— et donc N(t) a pour coordonnées
2(1 + t2)

§f+t2—t3—2tt+2—¢3—2t 2=t P42
2 2(1412) 7 201+12) ) \2(1+12)" 2(1 +¢2)

1
4. Notons N(t) = (X(¢),Y(t)). On a tl}+m X(t) = lim X(t) = —3 et lim Y(t) = 4o0,

t——o0 t—4o0
lim Y (t) = — + oc.
t——o0

Ainsi, la courbe décrite par N(¢) admet pour asymptote lorsque t tend vers +oo la droite

d’équation x = 5

Le tracé n’était pas demandé mais on peut tout de méme le donner

34 Bastien Marmeth



Lycée La Martiniere Monplaisir PT

Figure .26 — Tracé de P (en violet) et de la courbe décrite par N(t) (en bleu), une hypercissoide

Cn
|
T

Corrigé de ’exercice 14

t
1. La fonction ¢t — tan <§) est définie sur R\{w + 2kn , k € Z}. Elle prend des valeurs
strictement positives sur U]Zlmr, (2k + 1)n[.
kez

Ainsi T' est définie sur D = U]2l<;7r, (2k + D)7
keZ
2. x et y sont m périodiques, ainsi on limitera notre étude & ]0, 7[.

De plus, pour ¢ €]0,7[ on a

z(m —t) = cos(m — t) + In (tan (g B g))

Il
I
o
@]
n
—~
~
~
I
—_
=}

et y(m —1t) = y(b).
T
Ainsi, on limitera notre étude a }0, 5} et on obtiendra le support complet de I' par symétrie

orthogonale par rapport a 'axe (Oy).
x et y sont de classe C*° sur leur domaine de définition et, pour ¢ € }O, g] on a
1 (1 + tan (£)2)
2 2

tan (i)

y'(t) = cos(t)

2/ (t) = —sin(t) +
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4
Posons u(t) = tan <2>, on a alors

) = —2ult) L+u?(t)  —du(t)® +142u() +ut(t)  (u?(f) — 1)
R T ey u(t) 2u(t) (1 + u(t)) C2u(t)(1 4+ u2(t))

s
Comme u est strictement positive sur ]0, 5] on constate de plus que z’ est positive et ne
m
s’annule qu’en t = 5
Les point stationnaires sont les points M (t) ou z’(t) = y'(t) = 0.
0
Sur notre domaine restreint le seul point stationnaire est le point de parametre —.

Pour s 6}—%,0} on a

Tye tan (7) +tan(5) 1+ tan(3)
tan<1+§> - 1ftan(4)tan(§) lftan(%)

(3+2) =eos (35 wman (G +3)
T B) S ) = COS B) S n an 1 2

1+¢ 3
:—Sin(s)+ln< an i >
5

1—tan

3
- _s4 2 il _ _5_ 5 3
o s+6+0 —Hn( 2+ o1 T ()) 1n<1 2+24+0(5))
SO S ST U RS E N R GRL SN A RS 3 . N B
s—0 6 2 24 2\2 2 3\2 2 2 24 2\2 24 3\2 24
_ —S+i3+f+£—1 f"f‘i _|_1 f+83 3+§_~_£+} S+£ 2_}_} f_'_j 3+0(83)
s—0 6 2 24 2\2 24 3\2 2 2 24 2 24 3\2 24
=, 5ol
5303 o\s

Ainsi

() O () 2 () (9)

2
La famille ((_01> , <O)> est libre, ainsi le point de parametre g est un point de rebrous-
sement de premiére espece.

3. On dresse le tableau des variations conjointes
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. T
2
2 (t) + 0
0

x(t)

—00

1

y(t)
y'(t) + 0

La courbe admet une branche infinie lorsque ¢ tend vers 0. Il s’agit d’une asymptote d’équation

y=0
4. On trace lallure pour t € ]0, g}

Figure .27 — Tracé sur }O,

On obtient le support complet par symétrie orthogonale par rapport a l'axe (Oy)

Figure .28 — Tracé de I', une tractrice
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